
ñ"ùú áéáà – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷

(8.1.2005 ,3 äñøâ) úåîöåòë íéøãåñ :'è ÷øô

.åðîî ïè÷ øãåñ óàì äîöåò äååù åðéàù øãåñì àø÷ð äðåî øãåñäðåî øãåñäðåî øãåñ íùá .äøãâääøãâääøãâä .161

.β ≤ α ,ãéçé β äðåî øãåñì äîöåò äååù α øãåñ ìë .èôùîèôùîèôùî .162
äæë β øãåñ íéé÷ åîöòì äîöåò äååù α -ù ïååéëî .α-ì äîöåò äååù àåäù éøòæîä øãåñä β éäé .äçëåääçëåääçëåä
äååù äéä γ íâ æà γ < β -ì äîöåò äååù äéä àåä åìéà éë ,äðåî øãåñ àåä β .α-ì äååù åà ïè÷ àåäå

.β úåéøòæîì ãåâéðá ,α-ì äîöåò

.äðåî øãåñ àåä éôåñ øãåñ ìë .à .èôùîèôùîèôùî .163
.äðåî øãåñ àåä ω .á

.éìåáâ àåä éôåñðéà äðåî øãåñ ìë .â
äîöåò äååù åðéà àåä 'à32 éôìå ,úéôåñ äöåá÷ àåä n .β  n æà β < n-å éôåñ øãåñ n íà .à .äçëåääçëåääçëåä

.β-ì äîöåò äååù åðéà ïëìå åìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ì
,úéôåñ äöåá÷ àåä ïë ìòå éôåñ øãåñ àåä ω-î ïè÷ øãåñ ìëù ãåòá úéôåñðéà äöåá÷ àéä ω 38 éôì .á

.ω-ì äîöåò úååù äðéà 'á30 éôìù
ïëìå ,ω ≤ β ïëìå ,éôåñðéà β íâ æàå ,α = s(β( éë çéðð .äðåî åðéà α éë äàøðå éôåñðéà á÷åò øãåñ α éäé .â
α = s(β) = β ∪ {β} ≈ ïëìå ,A ∪ {x} ≈ A x ìëì æà äéðî úá äöåá÷ äôé÷î A äöåá÷ íà .ω ⊆ β

.äðåî åðéà α ïëìå ,β < α

úðúéð A äöåá÷ ìë ,áåèä øãñä èôùî éôì ,æà äøéçáä úîåéñ÷à úà íéçéðî åðà íà .äîöåòä âùåîäîöåòä âùåîäîöåòä âùåî .164
äîöåò úååù A ïëì äìù øãñä ñåôéè ïéáì äøåãñ äöåá÷ ïéá ïåéîéã ú÷úòä úîéé÷ù ïååéëî .áèéä øåãéñì
øúåé íé÷å÷æ åððéà ïëì .åì äîöåò äååù øãñä ñåôéèù ãéçéä äðåîä øãåñì íâ ïëìå ,äìù øãñä ñåôéèì
àåäù ãéçéä øãåñä äðåîë x äöåá÷ ìù |x| äîöåòä úà øéãâäì íéìåëé åðà àìà äîöåòä úåîåéñ÷àì

.íéèôùî ïä 62-å 61 ìù (2)-å (1) úåîåéñ÷àä úàæ äøãâä øåáòå ,x-ì äîöåò äååù
äöåá÷ x íàù øîàðù êëá (2) úà áéçøð àìà äîöåòä úåîåéñ÷à ìò øúååð àì äøéçáä úîåéñ÷à øãòäá
àåäù äðåîä øãåñä àåä |x| æà (åäùìë øãåñì äîöåò úååù àéä x-ù êëì ìå÷ù äæå) áåè øåãéñì úðúéðä

.x-ì äîöåò äååù

α ¹ β ííà øîåìë ,íéðåîë α < β ííà íéøãåñë α < β æà ,íéðåî íéøãåñ α, β íà .èôùîèôùîèôùî .165
α 6≈ β -å

ãåâéðá ,β ≈ α íâ ïëìå β ¹ α äéä æà éë β < α ïëúé àì æà α ¹ β íà ,éìàéáéøè àìä ïååëá .äçëåääçëåääçëåä
.äðåî øãåñ α-ù äçðäì

ïëì .äðåî øãåñ àåä ,150 éôì äæë íéé÷å ,α 6¹ A íéé÷îä α éøòæîä øãåñä A äöåá÷ ìëì .èôùîèôùîèôùî .166
.åðîî ìåãâä α äðåî øãåñ íéé÷ β øãåñ ìëì

.A úøéçáì ãåâéðá ,α ¹ A íâ äéä α ≈ β äéä åìéà .β ¹ A íéé÷ α úåéøòæî éôì æà ,β < α éäé .äçëåääçëåääçëåä

.äðåî øãåñ àåä äìù
⋃

A ïåéìòä íñçä íéðåî íéøãåñ ìù A äöåá÷ ìëì .èôùîèôùîèôùî .167
ïååéëî æàå åäùìë β < α éäé ,α 6∈ A íà .ùøãðë àåä

⋃
A = α æà α ∈ A íà .

⋃
A = α ïîñð .äçëåääçëåääçëåä

éôì ,æà γ ⊆ α -ù ïååéëîå α ¹ γ äéä æà α ≈ β äéä åìéà .β ∈ γ -ù êë γ ∈ A íéé÷ β ∈ α =
⋃

A-ù
øãåñ àåä γ-ù äçðäì ãåâéðá ,γ ≈ β < γ äéä α ≈ β -ù ïååéëîå γ ≈ α äéä ïééèùðøá øåèð÷ èôùî

.A ìù øáéà åúåéäá ,äðåî

α øãåñ ìëì ,ℵ0 = ω :ïî÷ìãë äéñøå÷øá íéðåîä íéøãåñì íéøãåñäî ℵ äéö÷ðåô øéãâð .äøãâääøãâääøãâä .168
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ℵβ =
⋃{ℵα | α < β} β éìåáâ øãåñ ìëìå ,(166 éôì äæë íéé÷) ℵℵ -ì á÷åòä äðåîä øãåñä àåä ℵℵ+1

.(167 éôì äðåî øãåñ åäæ)
åðøãâä ïàë éë ,äééðîä úåðá úåöåá÷ä ìù äîöåòë ℵ0-á åðìù ùåîéùä íò éá÷ò àåä åðìù éçëåðä çåðéîä

.äéðî úá äöåá÷ ìëì äîöåò äååù àåäù äðåîä øãåñä àåä ω-å ω-ë ℵ0 úà

β éìåáâ øãåñ ìëìå F (α + 1) > F (α) α øãåñ ìëìù êë äéö÷ðåô F : On → On éäú .à .èôùîèôùîèôùî .169
.äìåò äéö÷ðåô F æà α < β ìëì F (β) ≥ F (α)

.F (α) ≥ α íéé÷ α øãåñ ìëì æà äìåò äéö÷ðåô F : On → On éäú .á
ïååéëî .γ = β + 1 éäé á÷åò γ íà .F (α) < F (γ) æà α < γ íà éë γ ìò äéö÷åãðéàá çéëåð .äçëåääçëåääçëåä
éìåáâ γ íà .F (α) ≤ F (β) < F (γ) ,åðúçðä éôìå äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,ïëìå α ≤ β íéé÷ α < γ -ù

.F (α) < F (α + 1) ≤ F (γ) ,F ìò åðúçðä éôì ïëìå ,α + 1 < γ íâ æà
,äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,íéé÷ α = β + 1 -ì .F (0) ≥ 0 éë øåøá ℵ = 0 -ì .α ìò äéö÷åãðéàá .á
úçðä éôì ,íéé÷ éìåáâ α-ì .F (α) ≥ α ïëì β-ì á÷åòä øãåñä àåä α -ù ïååéëîå ,F (α) > F (β) ≥ β

.F (α) ≥ α ïëìå F (α) ⊇ α êë .F (α) > F (β) ≥ β β < α ìëì ,äéö÷åãðéàä

.äìåò äéö÷ðåô àéä ℵ .à .äð÷ñîäð÷ñîäð÷ñî .170
.ℵα ≥ α ,α øãåñ ìëì .á

.íééôåñðéàä íéðåîä íéøãåñä ìë ú÷ìçî àåä ℵ çååè .èôùîèôùîèôùî .171
íà .ℵβ ≥ γ -ù êë éøòæî β øãåñ íéé÷ ïëì ,ℵγ ≥ γ 'á170 éôì .éôåñðéà äðåî øãåñ γ éäé .äçëåääçëåääçëåä
íà .γ = ℵ0 ∈ Range(ℵ) êëå γ = ω éôåñðéà γ-ù ïååéëîå ,γ ≤ ℵ0 = ω éë àåä øáã ìù åùåøéô β = 0
ïëìå ℵα-î ìåãâä éøòæîä äðåî øãåñä åäæ ℵα+1 úøãâä éôìå ℵα < γ íéé÷ β úøãâä éôì æà β = α + 1
úøéçá éôì æà éìåáâ β íà .γ = ℵβ ∈ Range(α) ïëì ℵβ ≥ γ β úøéçá éôìù ïååéëî .ℵβ = ℵα+1 ≤ γ

.γ = ℵβ ∈ Range(ℵ) ïëì .ℵβ =
⋃{ℵα | α < β} ≤ γ ïëìå ,ℵα < γ α < β ìëì íéé÷ β

.ℵα · 2 = ℵα ,úåøçà íéìéîáå ,ℵα + ℵα = ℵa α ìëì .èôùîèôùîèôùî .172
.174 úçëåäì éè÷ãéã àåáîë ÷ø ïàë úàáåî åúçëåäå ,174 èôùîî úåì÷á òáåð äæ èôùî .äøòääøòääøòä

øãñ àåä éë ,áåè øãñ åäæ .éìàîù éðåìéî øãñá ℵα × 2 äöåá÷ä úà øãñð .α ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä
,ℵα àåä úàæ äöåá÷ ìù γ øãñä ñåôéèù äàøð .áèéä úåøåãñ úåöåá÷ éúù ìù úéæèø÷ äìôëî ìù éðåìéî
|γ| = |ℵα×2| ≥ |ℵα| = ℵa -ù ïååéëî .ℵα àéä úàæ äöåá÷ ìù äîöåòä íâ äðåî øãåñ àåä ℵα-ù ïååéëîå
ìëìù äàøðù é"ò γ ≤ ℵα éë çéëåð åðà .ùøãðë γ = ℵα ïúåð äæå γ ≤ ℵα íâ éë äúò çéëåð .γ ≥ ℵα æà

.δ < ℵα δ < γ

W éäú .i < 2 -å β < ℵα -ù ïëéä δ = F (β, i) æà ,δ < γ éäé .γ ìò ℵα× 2 ìù ïåéîéãä ú÷úòä F éäú
àéä F ¹W ïëì γ ìò àéäå øãñ úøîåù àéä F -å úåéä .éðåìéîä øãñá 〈β, i〉 âåæì íéîãå÷ä úåâåæä úöåá÷
β íà .W ⊆ s(β)× 2 éë øåøá .δ < ℵα íâ éë òãð æàå ,|W | < ℵα éë äàøð .δ ìò W ìù ò"çç ä÷úòä
éôì ,éìåáâ øãåñ ℵα-å β < ℵα -ù ïååéëî æà éôåñðéà β íà .|W | < ω ≤ ℵα íéé÷å úéôåñ W íâ æà éôåñ
W ⊆ s(β)× 2 -ù ïååéëî .íééåñî λ < α øåáò |s(β)| = ℵλ ïëìå éôåñðéà s(β) -å s(β) < ℵa íâ ,'â163
ìëá ,êë .|W | ≤ ℵλ < ℵα ïëì ,ℵλ · 2 = ℵλ äéö÷åãðéàä úçðä éôì .|W | ≤ |s(β)| · 2 = ℵλ · 2 ïëì

.ùøãðë |W | < ℵα ,äø÷î

.ℵα + ℵβ = ℵmax(α,β) α, β ìëì .äð÷ñîäð÷ñîäð÷ñî .173
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.ℵ2
α = ℵα ,úåøçà íéìéîáå ,ℵα · ℵα = ℵa α ìëì .èôùîèôùîèôùî .174

äúåà íéøãñîå ℵα × ℵα äöåá÷á íé÷ñåò åðàù ÷ø ,172 ìù äçëåäì ãåàî äîåã úàæ äçëåä .äçëåääçëåääçëåä
.íéàúî øãñá

íà åà max(ρ, σ) < max(ρ′, σ′) íà 〈ρ, σ〉 < 〈ρ′, σ′〉 -ù êë øãñð ℵα × ℵα úà
äæ ñçé éë úåàøì ì÷ .éìàîùä éðåìéîä øãñá 〈ρ′, σ′〉 âåæì íãå÷ 〈ρ, σ〉 âåæäå max(ρ, σ) = max(ρ′, σ′)

ïååéëî .ℵα àåä ℵα × ℵα ìù γ øãñä ñåôéèù úåàøäì åðì éã .áåè øãñ ñçé àåä
äùòðå ,γ ≤ ℵα íâ éë äúò çéëåð γ = ℵα úà ìá÷ì éãë .γ ≥ ℵα æà |γ| = |ℵα×ℵα| ≥ |ℵα| = ℵa -ù

.δ < ℵα δ < γ ìëìù äàøðù é"ò úàæ
W éäú .β1, β2 < ℵα -ù ïëéä δ = F (β1, β2) æà ,δ < γ éäé .γ ìò ℵα×ℵα ìù ïåéîéãä ú÷úòä F éäú
F ¹ W ïëì γ ìò àéäå øãñ úøîåù àéä F -å úåéä .éðåìéîä øãñá 〈β1, β2〉 âåæì íéîãå÷ä úåâåæä úöåá÷
øåøá ,β = max(β1, β2) éäé .δ < ℵα íâ éë òãð æàå ,|W | < ℵα éë äàøð .δ ìò W ìù ò"çç ä÷úòä àéä
ïååéëî æà éôåñðéà β íà .|W | < ω ≤ ℵα íéé÷å úéôåñ W íâ æà éôåñ β íà .W ⊆ s(β) × s(β) éë
λ < α øåáò |s(β)| = ℵλ ïëìå éôåñðéà s(β) -å s(β) < ℵa íâ ,'â163 éôì ,éìåáâ øãåñ ℵα-å β < ℵα -ù
äéö÷åãðéàä úçðä éôì .|W | ≤ |s(β)| · |s(β)| = ℵλ · ℵλ ïëì W ⊆ s(β) × s(β) -ù ïååéëî .íééåñî

.ùøãðë |W | < ℵα ,äø÷î ìëá ,êë .|W | ≤ ℵλ < ℵα ïëì ,ℵλ · ℵl = ℵλ

.ℵα · ℵβ = ℵmax(α,β) α, β ìëì .äð÷ñîäð÷ñîäð÷ñî .175

åäùìë α øåáò ℵα àéä a úéôåñðéà äîöåò ìëù àéä äøéçáä úîåéñ÷àî äàöåú 164-á åðøîàù äî øåàì
.àáä èôùîä ïúåð êåôää ïååëä úà .a2 = a íéé÷ a úéôåñðéà äîöåò ìëìù øîåà 174 ïëìå

úîåéñ÷à úîéé÷ ïëìå ,áåèä øãñä èôùî íéé÷ æà a2 = a íéé÷ a éôåñðéà äðåî ìëì íà .èôùîèôùîèôùî .176
.äøéçáä

,ñâåèøä èôùî éôì .b = |B| ïîñð .áèéä äúåà øãñì øùôà éë äàøð ,éäùìë äöåá÷ B éäú .äçëåääçëåääçëåä
éøòæîä éôåñðéàä øãåñä γ éäé .äæë éôåñðéà γ íéé÷ù øåøá æàå ,γ 6¹ B -ù êë γ øãåñ íéé÷ , 150
øåáò ,èôùîä úçðä éôì .ℵβ -á åðîñð ïëìå ,éôåñðéà äðåî øãåñ àåä äæ γ ,166-á åîë .γ 6¹ B íéé÷îä
ïëì .b · ℵβ ≤ b+ℵβ ïàëîå ,b2 +2 · b · ℵβ +ℵ2

β = b+ℵα ïëìå ,(b+ℵβ)2 = b+ℵα íéé÷ ,a = b+ℵβ

éë F [{x}× ℵβ] ⊆ B -ù êë x ∈ B íéé÷ àì .ò"çç F : B ×ℵβ → B ∪ℵβ éäúå ,B ×ℵβ ¹ B ∪ℵα

,F (x, δ) ∈ ℵβ -ù êë δ ∈ ℵβ íéé÷ x ∈ B ìëì ïëì .ℵβ úøéçáì ãåâéðá ,ℵβ ≈ {x} × ℵβ ¹ B äéä æà
,ïë G íâ ò"çç F -ù ïååéëî .G(x) = F (x, δx) é"ò G :→ ℵβ úà øéãâð .δx -á äæä éøòæîä δ-ä úà ïîñð

.B ìò áåè øãñ äøùî ℵβ ìù áåèä øãñä êë .B ¹ ℵβ ïëìå
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